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Farkas' Lemma im Komplexen

Definition

S nichtleere Menge in C". Der Polar von S, S* wird definiert durch
S*:={y € C"| Re(y"S) > 0}.

Angelina Degner Farkas’ Lemma im Reellen und Komplexen



Farkas' Lemma im Komplexen Polare
Polyedrische Kegel
Farkas’' Lemma im Komplexen und Korollare

Farkas' Lemma im Komplexen

Definition

S nichtleere Menge in C". Der Polar von S, S* wird definiert durch
S*:={y € C"| Re(y"S) > 0}.

Beispiele.
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Farkas' Lemma im Komplexen

Definition

S nichtleere Menge in C". Der Polar von S, S* wird definiert durch
S*:={y € C"| Re(y"S) > 0}.

Beispiele.
@ S Unterraum des C”, dann: S+ = S*.
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Farkas' Lemma im Komplexen

Definition

S nichtleere Menge in C". Der Polar von S, S* wird definiert durch
S*:={y € C"| Re(y"S) > 0}.

Beispiele.
@ S Unterraum des C”, dann: S+ = S*.
@ Sei 0 <o < 7. Definiere T, := {z € C| |larg(2)]| < a}.
Dannist (T,)* = (Tz_a)-
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@ Sei 0 < o < 7. Definiere T, := {z € C| |larg(2)| < a}.
Dann ist (Ta)* = (Tz-a)-

arg=T1/2

a=60°

A m/2-0=30° [ Jr ]

[] o5
<(1T1/2-a)=-30

—a=-60°

arg=-11/2
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© SeiacR"mit 0 <a < Je wobeie= | :
1
Definiere T, :={z € C" | |larg(z)|| < ;i =1,...,n}.
Dann ist (Ta)* = (Tze-a)-
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Definition

S C C" ist ein polyedrischer Kegel, wenn ein B € C"*k, k € N,
existiert mit S = BRK = {Bx | x € Rk },
wobei R := {x e RK | x; > 0,i =1,... k}.

Angelina Degner Farkas’ Lemma im Reellen und Komplexen



Farkas' Lemma im Komplexen Polare
Polyedrische Kegel
Farkas’' Lemma im Komplexen und Korollare

Definition

S C C" ist ein polyedrischer Kegel, wenn ein B € C"*k, k € N,
existiert mit S = BRK = {Bx | x € Rk },
wobei R := {x e RK | x; > 0,i =1,... k}.

Beispiele.

@ Ein komplexer, endlich dimensionaler Raum ist ein
polyedrischer Kegel.
@ T, ist ein polyedrischer Kegel.

Angelina Degner Farkas’ Lemma im Reellen und Komplexen



Farkas' Lemma im Komplexen Polare
Polyedrische Kegel
Farkas’' Lemma im Komplexen und Korollare

Theorem (Farkas’ Lemma im Komplexen)

Sei Ae C™" be C™ S C C" polyedrischer Kegel. Dann gilt:
Ax = b, x € S ist I6sbar < ( AHy € S* = Re(by) > 0)
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Theorem (Farkas’ Lemma im Komplexen)

Sei Ae C™" be C™ S C C" polyedrischer Kegel. Dann gilt:
Ax = b, x € S ist I6sbar < ( AHy € S* = Re(by) > 0)

Korollar (Farkas' Lemma im Reellen)

Sei Ae R™*" b e R™. Dann:
Ax = b, x >0 ist Iosbar < (ATy >0=bTy >0)
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Theorem (Farkas’ Lemma im Komplexen)

Sei Ae C™" be C™ S C C" polyedrischer Kegel. Dann gilt:
Ax = b, x € S ist I6sbar < ( AHy € S* = Re(by) > 0)

Korollar (Farkas' Lemma im Reellen)

Sei Ae R™*" b e R™. Dann:
Ax = b, x >0 ist Iosbar < (ATy >0=bTy >0)

Bewels.

Folgt aus reeller Version von Farkas’ Lemma im Komplexen mit
S =R} =85*
(Hier gilt S = S*, denn: x,y € R = xy > 0). O
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Sei AcC™" beC", aceR"mit0<a< 5e. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:
@ Das System Ax = b mit ||arg(x;)|| < «; fiir i =1,--- , n ist I6sbar

Q |larg((Afy))|| < Z—oifiri=1,--- ,n= Re(b"y) >0
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Sei AcC™" beC", aceR"mit0<a< 5e. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:
@ Das System Ax = b mit ||arg(x;)|| < «; fiir i =1,--- , n ist I6sbar

Q |larg((Afy))|| < Z—oifiri=1,--- ,n= Re(b"y) >0

Beweils.

Folgt aus Farkas' Lemma im Komplexen mit S = T, und
5% =Tzeo- O
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Farkas' Lemma im Reellen

Die Menge S C R" heilt konvex, falls
0<A<1=A5+(1-XNScCS.
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Farkas' Lemma im Reellen

Die Menge S C R" heilt konvex, falls
0<A<1=A5+(1-XNScCS.

Der von w1, ...,vm € R" aufgespannte (abgeschlossene)
Kegel ist

cone(vi,...,Vm) :={\ivi + -+ Amvm | Ai >0 Vi}
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Farkas' Lemma im Reellen

Die Menge S C R" heilt konvex, falls
0<A<1=A5+(1-XNScCS.

Der von w1, ...,vm € R" aufgespannte (abgeschlossene)
Kegel ist

cone(vi,...,Vm) :={\ivi + -+ Amvm | Ai >0 Vi}
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Farkas' Lemma im Reellen

Die Menge S C R" heilt konvex, falls
0<A<1=A5+(1-XNScCS.

Der von w1, ...,vm € R" aufgespannte (abgeschlossene)
Kegel ist

cone(vi,...,Vm) :={\ivi + -+ Amvm | Ai >0 Vi}

Bemerkung

Aufgespannte abgeschlossene Kegel sind konvex.
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Farkas’ Lemma im Reellen

Theorem (Hyperebenen—Separation)

Sei C eine abgeschlossene, nicht leere, konvexe Menge des
R", b€ R"\ C. Dann gibt es ein « € R",a # 0 und ein § € R, so
dass ab > 3 und ax < 3 fiir alle x € C.
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Farkas’ Lemma im Reellen

Theorem (Hyperebenen—Separation)

Sei C eine abgeschlossene, nicht leere, konvexe Menge des
R" b e R"\ C. Dann gibt es ein « € R", o« # 0 und ein € R, so
dass ab > 3 und ax < f3 fir alle x € C.

ab =10
ar<0vxzel

Hyperebene,
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Farkas' Lemma

A e R™™M b e R" Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:
© Es gibt ein x € R™, so dass Ax = b und x > 0.

©Q Es gibt ein y € R", so dass yA > 0 und yb < 0.
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Farkas' Lemma

A e R™™M b e R". Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:
© Es gibt ein x € R™, so dass Ax = b und x > 0.

@ Es gibt einy € R", so dass yA > 0 und yb < 0.

(]
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Farkas' Lemma (Kombinatorische Version)

Fiir jeden linearen Unterraum W C R™ und M € M(n x m;R) so,
dass W = ker(M), jedes AtB=(CuU D) € {0, +, —}£, wobei die
Spalten von M durch E willkiirlich indiziert werden, mit CN D = ()
und jedes j € AU B gilt genau eine der folgenden Aussagen:
Q@ I X € V(M)(= {sign(x) | x € W}), so dass
X(A) €{0,+},X(B) € {0, —},X(C) € {0} und X(j) # 0.
Q@ I Y € V*(M)(= {sign(y) | y € W'}), so dass
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